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Forord

Dette dokumentet brukes som forelesningsnotater i modellbasert regulering over temaet
systemidentifikasjon. Noen forenklinger er gjort underveis da det legges vekt pa praktisk forstaelse
og implementering. Notatet tar for seg praktisk bruk av systemidentifikasjon og hvordan dette kan
implementeres i LabVIEW (og MathScript).

Hva er systemidentifikasjon?

Systemidentifikasjon gjgr det mulig a lage matematiske modeller av et dynamisk system basert pa
malinger av inngang- og utgangssignal. Dynamisk betyr at innganger, tilstander og utganger for
signalet endrer seg over tid.

Hva kan systemidentifikasjon brukes til?

Disse modellene kan sa brukes til regulering av systemet som vi har funnet en modell av eller til
prediksjon og tilstandsestimering.

Hvordan kan man identifisere et system?

Enkelt sagt gjgr vi dette ved a velge en eller annen form for modell av systemet, og sa tilpasser man
parametrene i modellen slik at denne passer best mulig til det fysiske systemet. Modellen kan vare
en matematisk modell basert pa en fysisk beskrivelse av prosessen eller en sakalt black-box modell.



Innholdsfortegnelse

(oY oY o D PP PP PSP O PPPPPTTOPPPRPPION i
Taa] aTe] e £ oY g ¥=Y =4 o Y=Y Y RSP iii
1 T e a1 [=Te Lo 1T = PP P PPPPPRN 5
1.1 Hva er Systemidentifikasjon? ........ocoiiiiiiei i e et e e e s aaaeeeeeas 5
1.2 Vo - =T W g 1] o Yo [ o OSSPSR 6
13 ] T TaTed £ o o] o[- T OO PP P U PPPPPPPPPPPPPPPPPNY 7
1.4 Minste kvadraters MeETOE .....ovuuiiiii e e s e s e e 7
1.5 BlackboxX, SUDSPACE-MELOUET ..t e e e e e e e e s e 9

2 Systemidentifikasjon — Trinn for TrNN ... e 10
2.1 o Y oL AT YT O =T oA Mo =4~ {] Y- PP 11
2.2 (0] o] o1 o] 11 4 [ o= S PP PPTPPPPP 11
2.3 Y Lo Yo L= | 1T T 0 1T T = PP PP P PPPPPPRN 12
2.4 LV 11 Te [=T 1o V- PP PP PP SPPPP 12

3 Minste kvadraters MeETOTE ......coui ittt e e st e e e s e e e 14
3.1 FaT a1 [=Te Lo 1T = 20T PPPPPPRN 14
3.2 Minste kvadraters MeTOE .....oo . eiiii i s e 15
3.3 |10 ] o] 1= PP PPPPPPRN 21
34 62T [ oY o T PP PPPPPPPRN 23

4 Blackbox identifikasjon 0g SUDSPACE-METOUEN ......ccccuiiiiiiciiie e 27
FAN oo T=T oo [ N Y, =1 {5 Y= P PPPTPPR PP 28
TEANSPONEIT ittt ettt e e e ettt e e e e et ta b s e e e eeebaa s e eeseeban e eeeraasnaa e seenensnansaanaes 28
MatriSEMUITIPIKASION 1o e e e e e e e s e s s abbbeeeeeeeeeesessnnannns 29

Y YA g R =FTo [o 1] o] o PP PPPPPTP 30
DBTEIMINANT ...ttt e e et e e e s e e e e e e e e s e nens 30
2X2 SYSTOIMIBE ettt e e e e e e e e et et e e et et ettt ettt et bbb bbbt e e e e e e e e e e e e e e e e e e et et ettt e a e b e bt bt ntntanaan s 30

Systemidentifikasjon



R I (<] 1 1= O TP TSP PP PP P PP PP UPUR TR 31
INVEITEIING AV MATIISEE ittt ettt ettt ettt bbb s e s e s e seseeeeaaeeeeeseeeeeessenenennes 32
Matrise 08 VEKLOr AEIIVASJON ..iiiiiiiiiiiiiiiiiiiecee ettt s s re e e e e e e s e s s ssabbbeeeeeeeeeessssnnnnns 33

L =T =T 0 L =T U PSPPPRPP 34

Systemidentifikasjon



1 Innledning

1.1Hva er Systemidentifikasjon?

Metoder innen Systemidentifikasjon brukes til finne matematiske modeller av dynamiske systemer
basert pa observasjoner av malte inngangssignaler (u) og utgangssignaler fra systemet (y).

Vi vil ga gjennom 2 hovedtyper av metoder ifm systemidentifikasjon:

e Parameterestimering basert pa at man har utviklet en matematisk modell vha fysikkens lover
og man gnsker a finne de ukjente modellparametrene. Her vil vi bruke Minste kvadraters
metode som et eksempel.

e Blackbox/ Subspace-metoder: Systemidentifikasjon basert pa at man ikke har en matematisk
modell tilgjengelig.

Vi vil bruke LabVIEW og MathScript som eksempler pa praktisk implementering av
systemidentifikasjon.

“LabVIEW Control Design and Simulation Module” har funksjonalitet for 3 implementere blant
annet Kalmanfilter og Observers, mens “LabVIEW System Identification Toolkit” har funksjonalitet
knyttet opp mot Systemidentifikasjon.

| dette notatet vil vi se pa fglgende metoder:

o "Prov og feil” metoden

e Sprangrespons

e Minste kvadraters metode

e Blackbox/Subspace-metoder

°

- Alle metodene gar i prinsippet ut pa a “logge” input og output data fra det virkelige systemet.



Innledning

Input sequence, u,,,,,(k) Real Measured response, v,,,..(k)
system

Logging

[Figure: F. Haugen, Advanced Dynamics and Control: TechTeach, 2010]

1.2Prgv og feil metoden

Vi ma lage en matematisk modell av prosessen og patrykker samme padrag pa modellen og den
virkelige prosessen. Vi plotter utgangen for modellen (y) og prosessen (y) i samme plot og

sammenligner disse.
Kort fortalt gar "Prgv og feil” metoden ut pa fglgende:

1. Visammenligner modellrespons med virkelig respons
2. Vijusterer verdiene pa modellparametrene til vi oppnar gnsket resultat.

v —— > | /
Com pare
Real
Process

Sa dette vi vaere en iterativ prosedyre:

1. Gjett pa noen fornuftige verdier pa prosessparametrene
2. Sammenlign modellrespons med virkelig respons etter f.eks. et sprang i padraget

3. Gjenta Pkt. 1 og 2 helt til du far tilfredsstillende resultater.

Systemidentifikasjon



7 Innledning

1.3Sprangrespons

Dette er en litt mer systematisk metode en den helt enkle «Prgv og feil» metoden.
Sprangresponsmetoden er best egnet pa en 1.ordens prosess (med eller uten dgdtid).

Man kan finne modellparametrene ved a utfgre en enkel sprangrespons pa systemet.
Sprangresponsen for et 1.ordens system er gitt ved fglgende transferfunksjon:

()

H(s) = e

Ts+1

der:

K er prosessens forsterkning
T er prosessens tidskonstant
T er prosessens dgdtid

Vi kan dermed lese av prosessparametrene direkte fra sprangresponsen som illustrert nedenfor:

Step: K Step response :
H(s) = e ™
A Ts+1 100%
U . 63%
u(t) Prosess with V()
— sensor and —

0 0—> measurement filter

0%

Time-constant

with time -delay )
Time- Time-

delay constant

[Figure: F. Haugen, Advanced Dynamics and Control: TechTeach, 2010]

1.4Minste kvadraters metode

Minste kvadraters metode krever at modellen ma settes opp pa fglgende form basert pa input-
output data:

Y = 90

Fra matematikken har vi tilsvarende b = Ax der vi gnsker a Igse et linezert likningssystem. |
prinsippet er det samme, men som du ser sa vi bruker litt annen notasjon innenfor

systemidentifikasjon.

Vi kan illustrere det med en enkel skisse:

Systemidentifikasjon



Innledning

A
gy
|
““Realvalues
. €,
/ X

- Vi @nsker 3 minimalisere summen av avvikene ey, e,, e3,::*, ey,
Dvs. vi kan definere dette som fglgende kriteriefunksjon:
V() =ef+es+ei+-+ef

Vi finner minimum ved a sette den deriverte lik 0:

dv(6)
do 0

V()

A

Vm

Ut fra dette kan vi utlede fglgende formel:

6,5 = (@T®) oTY|

(utledningen blir vist senere)

Systemidentifikasjon



9 Innledning

1.5Blackbox, Subspace-metoder

| en Blackbox modell kjenner vi ikke til modellen, men vi bruker algoritmer til & finne en matematisk
modell basert pa input og output data.

Kort fortalt gar Subspace-metoder ut pa fglgende:

e Finne en matematisk modell som ikke er basert pa fysiske lover (Newtons lover, m.fl.)
e Finner modell basert pa input (padrag) — output (malinger) data

Teorien og matematikken bak slike Subspace-metoder er kompleks, sa vi vil ikke ga inn pa det her. |
dette notatet vil vi fokusere pa praktisk bruk av en slik metode. | et senere kapitel viser vi hvordan vi
kan bruke en av de innebygde funksjonene i LabVIEW ("LabVIEW System Identification Toolkit”).

En subspace-metode kan typisk finne en diskret tilstandsrommodell av typen:
Xk41 = Axk + Buk

Vi = ka + Duk

Systemidentifikasjon



2 Systemidentifikasjon — Trinn for

Trinn

| systemidentifikasjon inngar ulike steg, i hovedsak har vi fglgende:

1. Eksperimenter/Logging — Vi setter opp et eksperiment og samler inn et sett med data fra
inngangssignaler og utgangssignaler fra systemet som vi gnsker a identifisere. Det er viktig at
systemet blir tilstrekkelig eksitert. Vi logger dataene til fil eller liknende.

2. Oppsplitting - Dele opp dataene i ulike datasett; ett datasett brukes til 8 finne modellen,
mens det andre datasettet brukes til 3 validere modellen.

3. Modellestimering — Vi finner modellen eller modellparametrene vha. en eller flere
systemidentifikasjonsmetoder (Minste kvadraters metode, Black-box, osv.).

4. Validering — Sjekk om modellen er bra nok vha f.eks simuleringer. Her er det viktig at vi
bruker valideringsdataene — og ikke de samme dataene som vi brukte nar vi fant modellen i

trinn 3.

Nedenfor ser vi en figur som illustrerer disse stegene:

1. Excite the real system, and log input and output:

Input sequence. u;y,(k) Real Measured response. ¥,y,,(k)
system

Logging

2. Split data, for estimation and for validation :

Urorat(K) [ Split data |— g 1151 (k)
(e.g. into ——p yestim(k)
."Iom[{]‘.) wo — U 1'alid(k}
7 halves) [ Vvaiia(k)

3. Estimate model:

Ugstim (k )
— > Model. M

System
—

Vostim(K) i i i
Vestim identification

4. Check (validate) model using e.g. simulation:

Uyalid (]‘—/ - Real 3 \'a“'d(k/

system

Model YVsim (k)

oM
(Simulation ) /

If quite similar . the model is
probably good.

[Figure: F. Haugen, Advanced Dynamics and Control: TechTeach, 2010]
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11 Systemidentifikasjon — Trinn for Trinn

2.1Eksperimenter/Logging

Vi setter opp et eksperiment og samler inn et sett med data fra inngangssignaler og utgangssignaler
fra systemet som vi gnsker a identifisere. Det er viktig at systemet blir tilstrekkelig eksitert.

Dette kan illustreres slik:

Input sequence, (k) [ Real | Measured response, y,,,.,(k)
system

Logging

[Figure: F. Haugen, Advanced Dynamics and Control: TechTeach, 2010]

LabVIEW:

| LabVIEW kan vi bruke "Write to Measurement File” for a logge input og output dataene til en fil.

21207 -) — » ] - out
.................. b ilename Ou

'Enable ( &’  — B error out

Filename » \E g :
error in (no error) S Description
Measurement Comment
File
Signals » peceenees Signials

2.20ppsplitting

Vi deler opp dataene i ulike datasett; ett datasett brukes til a finne modellen, mens det andre
datasettet brukes til & validere modellen.

LabVIEW:

| LabVIEW kan vi bruke funksjonen “Sl Split Signal.vi” til a dele opp datasettet.

stimulus signal in {XT=E stimulus signal 1
response signal in ~ N _LL response signal 1

1st portion (%) stimulus signal 2
= response signal 2

Systemidentifikasjon



12 Systemidentifikasjon — Trinn for Trinn

F.eks. kan man bruke de fgrste 50% til 8 finne modellen, mens de resterende 50% kan brukes til 3
validere modellen.

2.3Modellestimering

Vi finner modellen eller modellparametrene vha. en eller flere systemidentifikasjonsmetoder (Minste
kvadraters metode, Black-box, osv.).

Det f@rste vi ma bestemme er om vi gnsker a lage en matematisk modell av systemet basert pa
fysiske lover eller om dette ikke er gnskelig.

| begge tilfellene vi vi bruke loggedataene fra forrige trinn.

LabVIEW:

| LabVIEW har vi innebygde funksjoner far a bruke Minste kvadraters metode, samt Subspace-

metoder, m.m.

Ifm Minste kvadraters metode kan vi f.eks bruke “Solve Linear Equations.vi”:

Solve Linear Equations.vi

Input Matrix === [ e b S|ytion Yector
Known Vector = #[=——— ayror
matrix type

Vi kan ogsa bruke de innebygde matrise-funksjonene for & Igse 0,5 = (®Td) 1dTY:

@_ Transpose Matrix. vi 4 x B.vi Inverse Matrix. vi| 4 % B.vi 4 % B.vi theta|

[DBL [ T e — Greae] Gl |, o [ T[] (— [EEIT 0] T — |65 [0 »oBL]

(et —i— [ . L =
[ rall

2.4Validering

Vi sjekker om modellen er bra nok vha f.eks simuleringer. Her er det viktig at vi bruker
valideringsdataene — og ikke de samme dataene som vi brukte nar vi fant modellen.

LabVIEW:

Systemidentifikasjon



13 Systemidentifikasjon — Trinn for Trinn

| LabVIEW finnes det flere funksjoner vi kan bruke til & validere modellen, f.eks. ”SI Model
Simulation.vi”:

SI Model Simulation.vi

system model =1 response
stimulus signal |~:;~ﬂ Bostd deviation
noise = oo grror out

error in (No error) see

Systemidentifikasjon



3 Minste kvadraters metode

3.1Innledning

| forbindelse med systemidentifikasjon og parameter estimering blir Minste kvadraters metode brukt
til & finne ukjente modellparametre i en matematisk modell.

I matematikken blir Minste kvadraters metode brukt til 3 Igse et sett med lineaere likninger som kan

settes opp pafelgende form:
Ax=Db

A sette likningene opp pa denne formen gjgr det enklere 3 Igse likningene, dvs finne x ved bruk av
ulike metoder, f.eks Gauss’ elimineringsmetode , Minste kvadraters metode, eller liknende

Eksempel:
Gitt fglgende likninger:
X, +2x, =5
3x1 +4x, =6
Disse kan skrives pa formen (Ax = b):

5 alll= [

N e N\t Ny
A x b
Den enkleste maten a Igse likningssettet pa er:

x=A"1h

Dette forutsetter for eksempel at A matrisa er inverterbar. Hvis ikke, ma vi bruke for eksempel
Minste kvadraters metode som vi skal leere mer om i dette kapittelet.

Nar vi skal Igse et sett likninger i matematikken har vi som regel like mange likninger som ukjente, dv.
n = N, der n erantall ukjente og N er antall likninger. | systemidentifikasjon derimot har vi
somregel at N > n, dvs. vi logger mange flere punkter enn det er antall ukjente.

Gitt at det er n ukjente parametre og N observasjoner i datasettet.

n = N:Hvis n=N ogatde n = N likningene er lineaert uavhengige, kan vi bestemme de ukjente
parametrene entydig ved x = A™'b

14




15 Minste kvadraters metode

n < N: Hvisvi har at det er n ukjente parametre og N observasjonerog n < N vil vi fa et
overbestemt likningssystem (dvs. faerre variable enn det er likninger). Da ma vi bruke andre metoder,
siden A ikke lenger vil vaere kvadratisk (og kan dermed ikke inverteres). Da kan vi f.eks bruke Minste
kvadrters metode.

Vi kan f.eks. bruke MathScript for & finne svaret:

A=[1 2; 3 4];

Vi far da fglgende svar:

X =

Dvs.:

[,

[os]

[Slutt pa eksempel]

3.2Minste kvadraters metode

| forbindelse med systemidentifikasjon og parameter-estimering er det mer vanlig a bruke fglgende
notasjon:

(som er det samme som b = Ax)

der

6 er en vektor med de ukjente parametrene som vi gnsker a finne verdiene pa
Y er envektor med kjente malinger

@ er den sakalte regresjonsmatrisen. Denne matrisen bestar av kjente verdier

Minste kvadraters Igsning for likningen Y = ®Y er da gitt ved fglgende formel:

6,5 = (@T®) 1DTY|

(utledning i neste avsnitt)

Systemidentifikasjon



16 Minste kvadraters metode

Denne likningen kan enkelt implementeres i ulike programmeringssprak, for eksempel MathScript
eller LabVIEW.

Ved minste kvadraters metode velger man den Igsningen som gir at summen av kvadratene av
avvikene fra de gitte betingelsene er et minimum. Om man for eksempel vil bestemme en rett linje ut
fra en rekke punkter som er observert, velger man den linjen hvor summen av kvadratene av

avstandene fra de observerte punkter til linjen er sa liten som mulig.

Dette kan illustreres slik:

-~ “Realvalues

A
X
>

Dvs Minste kvadraters metode gar ut pa & minimalisere summen av kvadratavvikene:
el +es + - +ep
Dvs. vi kan definere dette som fglgende kriteriefunksjon:
V(@) =el+ei+el+-+e?
Vi finner minimum ved 3 sette den deriverte lik 0:

dv(6)
do 0

Dette kan illustreres slik:

Systemidentifikasjon



17 Minste kvadraters metode

V(6)

A

Vm

Minste kvadraters Igsning for likningen Y = ®Y er da gitt ved fglgende formel:

0,5 = (PTP) 1Ty

Antall Observasjoner vs. Antall Parametre:

Gitt at det er n ukjente parametre og N observasjoner i datasettet.

n = N:Hvis n=N ogatde n = N likningene er lineaert uavhengige, kan vi bestemme de ukjente
parametrene entydigved 6 = &1y

Men i Systemidentifikasjon er det vanlig at n < N, dvs. det er gnskelig 8 ha mange flere
observasjoner enn det er ukjente parametre, dette pga av observasjonene (maledataene) kan
inneholde stgy, m.m.

n < N:Hvisvi har atdeter n ukjente parametre og N observasjonerog n < N vil vifa et
overbestemt likningssystem (dvs. faerre variable enn det er likninger). Da ma vi bruke andre metoder,
siden A ikke lenger vil vaere kvadratisk (og kan dermed ikke inverteres). Det er her Minste
kvadraters metode kommer inn.

Eksempel:

Gitt fglgende system av en varmluftsprosess:

Systemidentifikasjon



18 Minste kvadraters metode

Air Heater system

Control
Heat Temperature system is run
eater transducer in a computer

Airin

Analogue input

Analogue (temperature
output(control measurement)
signal) (1-5[V])
(0-5[V])

DAQ devise

Systemet har fglgende matematiske modell:

. 1
Tout = 9_{_Tout + [Kpu(t — 64) + Tepy 1}
t
hvor:

e u[V] erkontrollsignalet til varmeelementet

e 0;[s] ertidskonstanten til systemet

e K, [deg C /V] ervarmeelementets forsterkning
e 0, [s] ertidsforsinkelsen i systemet

o T.ny erromtemperaturen

Vi gnsker a logge temperaturen vha en DAQ enhet som gir oss et spenningssignal mellom 1 — 5V.
Dette signalet gnsker vi @ konvertere til en temperaturverdi mellom 20 — 50°C, dvs. vi trenger a
skalere 1 — 5V til 20 — 50°C.

Siden dette vil veere en linezer skalering kan vi bruke fglgende:
y(x)=ax+Db
dvs vi gnsker a finne parametrene a og b for denne funksjonen.

Dette kan vi illustrere pa fglgende mate:

Systemidentifikasjon



19 Minste kvadraters metode

y=ax+b

(x2,¥2)

(X1,y4) A a-slope

yl_/’/ b - intercept

Yo

Dvs vi har 2 punkter pa linja:
(x1,y1) = (1,20)
(x2,y2) = (5,50)
eller:
y(1) =20

y(5) = 50

Vi gnsker a sette det opp pa regresjonsformen Y = ®f§ og far fglgende:

20=a-1+5»b

50=a-5+0b
som gir:

Y D 6

Dette kan vi na Igse (dvs. finne a og b) pa fglgende enkle mate (siden @ er kvadratisk og kan
inverteres, n = N = 2):

0=ty
Dvs. vi har 2 likninger og 2 ukjente.

Innsatt verdier far vi:

Systemidentifikasjon



20 Minste kvadraters metode

1 1 15
-1 —
9=[; ﬂ [ég]z 54 _41 [gg] % :[172'?5]
4
Dvs.:
0=[3]=[15]
Dette gir:

y(x) =75x+12.5

Merk! For 2x2 matrise A:

_[‘111 a12]
az1 Q22

beregnes den inverse matrisen A~ pa fglgende méte:

-1 _ 1 [ azz —alz]
det (4) 1421 411
og
det(4) = |Al = ay1 - az; — az; " ag2
MathScript:

Dette kan Igses i MathScript pa fglgende mate:

phi = [1, 1; 5 ,1];
Y = [20; 50];

theta = inv (phi) *Y

Vi kan ogsa bruke minste kvadraters metode for 3 Igse dette:
0,5 = (PTP) 1dTY

Dette kan gjgres pa fglgende mate i MathScript:

phi = [1, 1; 5 ,1];
Y = [20; 50];
theta 1s = inv(phi’ *phi) *phi’*Y

evt kan vi bruke den innebygde operatoren ”\”:

theta 1s = phi\Y

Svaret blir det samme, dvs:

Systemidentifikasjon



21 Minste kvadraters metode

theta 1s =
7.5

12.5

[Slutt pa eksempel]

3.3Eksempler

Her vil vi se pa noen flere eksempler hvor vi bruker Minste kvadraters metode for a finne
modellparametrene. Vi vil bruke LabVIEW og MathScript som eksempler pa verktgy ifm med dette.

4

LabVIEW har innebygde funksjoner som kan brukes ifm Minste kvadraters metode. | “Linear Algebra’
(lokalisert i «Mathematics» paletten) paletten finnes det mange funksjoner som kan brukes for a
finne Minste kvadraters Igsning:

................................................................................................... ﬁ
e "
l:::l
Matrix
[Cideen] [Cideen]
=1
AxB Kronecker Prod
[CTemn] [CTeen] [CeTewn] [CTemn] [CTewn] [CTen]
Determinant Yector Norm Matrix Norm Trace Test Matrix T... Condition Nu...
[Cedeea] [Cedce] [Cideen] [Cedeen] [Cedeen] [Cedeen]
] G L] In(E)
Inverse Matrix  Pseudolny. Transpose latrix Exp  Matrix Power Matrix Log
[Ei1e]
i B2
w Cholesky ralized SYD
[CTemn] [CTen] [CTema]
' —-—
Schur Hessenberg punov Eqs
[Cedeen] [Cede] [Cede]
I Jaz-a|
Eigenvalues a... GeneralizedE... Matrix Balance Back Transfor... Matrix Chara... BLAS
Eksempel:
Gitt fglgende modell:
y(w)=au+b
Fglgende verdier er funnet fra eksperimenter:
y(1) =0.8
y(2) =3.0
y(3) = 4.0

Vi gnsker a finne de ukjente modellparametrene a and b ved a bruke Minste kvadraters metode i
MathScript/LabVIEW.

Vi har fglgende:

der

Systemidentifikasjon



22 Minste kvadraters metode

6 er en vector med de ukjente parametrene som vi gnsker a finne verdiene pa
Y er envektor med kjente malinger

@ er den sakalte regresjonsmatrisen. Denne matrisen bestar av kjente verdier

Minste kvadraters Igsning for likningen Y = ®Y er da gitt ved fglgende formel:

6,5 = (@T®) 1DTY|

Dermed far vi:

08=a-1+b
30=a-2+5b
40=a-3+0b
Som blir:

0.8 1 1 a
30[=1[2 1 [b]
4.0 3 1
—— ——

Y )

Her vil n(2) < N(3)
MathScript:

Vi definerer Y og @ i MathScript og finner 6:

phi = [1 1; 2 1; 3 1];
Y = [0.8 3.0 4.0]1';

theta = inv (phi’ *phi)* phi’*Y

%or simply by
theta=phi\Y

Svaret blir:
theta = 1.6
-0.6
Dvs.:
a=1.6
b=-0.6

Som gir fglgende modell:

Systemidentifikasjon



23 Minste kvadraters metode

y(u) = 1.6u—0.6

LabVIEW:

Blokkdiagrammet blir som fglger:

ﬁ_ Transpose Matrix.vi| 4 % B.vil Inverse Matrix.vi| 4 x B.vil 4 % B.vi| heta
[DBL e T [ —— Greac " [Cr) [Cor) ¥DBL]

(" [#]e=

[:] H
Bl f=—plf :
H n
H n
S &

Frontpanelet blir som fglger:

o
=

&l
o

. — - - <
S SIS G
sl wl o
o0
o
'{mf“
P

b
b

A A

(0]

Vi kan ogsa bruke funksjonen “Solve Linear Equations.vi” direkte:

ﬁ_ Solve Linear Equations. vil
[DBL Y Ll en | »oBL]

[Slutt pa eksempel]

3.4Utledning

Miste kvadraters metode forutsetter at systemet settes opp pa denne formen:
Y = &0

Metoden gar ut pa at vi gnsker a tilpasse dataene vare til en gitt matematisk modell, dette er

illustrert i figuren under:
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24 Minste kvadraters metode

A\
y=ax+b
Model
e
~ “Realvalues
e €2
“ X

Det vi gnsker er a finne parametrene i modellen slik at denne blir mest mulig tilpasset de dataene vi
har.

- @nsker & minimalisere summen av avvikene ey, e,, e3,:+, e,,, dvs vi bruker fglgende
kriteriefunksjon:

V() =ef+es+ei+-+ef

Vi finner minimum ved a sette den deriverte lik O:

e _,

deo

Dette kan illustreres slik:

4C)

A

VQ
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25 Minste kvadraters metode

Ut fra dette kan vi utlede fglgende formel:

16,5 = (@T®) oTY|

Hvordan vi kommer frem til denne formelen vil bli utledet under.

Utledning:

Utledningen krever kunnskap om matriser og vektorer og regler for derivasjon av matriser og
vektorer.

Vi gnsker a minimalisere fglgende kriteriefunksjon
V() =ef+es+ei+-+ef

Vi har regresjonsmodellen:

Y =d6
Avviket er gitt ved:
e=Y—do
der e vil veere en vektor:
€1
€z
e=1:
em
Vi far da:
V(@) =eTe=(Y — )T (Y — ®0)
Som gir:

V) = (YT -oToT)(Y — @)
(Merk: vi har brukt fglgende: (AB)T = BTAT)
Vi ganger ut:

YTY —=YT®0 — 0TdTY + 0T 0T Do

Vi deriverer for a finne minimum:

av(e) d . d d d
— = ——YT®0) —— (8T dTY) + — (8T DT D) =
a6 —agV D g P 5@ T 6)=0

Vi tar ledd for ledd:
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% (YTY) = 0, dvs den deriverte av en konstant er lik 0
%(Yche) = (YT®)T = &TY, dvs har brukt regel: %(Ax) = AT og (AB)T = BTAT
% (6T®TY) = ®TY , dvs har brukt regel: % xTAH =4

% OTPTDO) = dTDO + dTDH = 20T DY, dvs har brukt regel: %(xTAx) =Ax + ATx

Dette gir:

dv (6
% =0—dTY - dTY 4+ 207D = 20Tdg — 20TY =0

Dvs.
oTopg = oTy
(denne kalles forgverig normallikningen)

Vi lgser mtp. 6, resultatet blir:

0.5 = (@Td)  @TY

dvs. vi har funnet formelen for minste kvadraters Igsning av 6.
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4 Blackbox identifikasjon og
Subspace-metoder

Subspace-metoder baserer seg pa a finne modell som ikke er basert pa fysiske lover. Modeller funnet
pa denne maten kalles Blackbox modeller. Subspace-metoder baserer seg pa at vi finner modeller
basert pa input (padrag) — output (malinger) data fra prosessen.

Blackbox

En subspace-metode kan typisk finne en diskret tilstandsrommodell av typen:
Xk41 = Axk + Buk

Vi = ka + Duk

LabVIEW har innebygd funksjonalitet for a finne Blackbox modeller basert pa Subspace metoder, for
eksempel i paletten “Parametric Model Estimation” finner vi blant annet VI’en “Estimate State-
Space”.

Nedenfor ser vi et eksempel pa hvordan dette kan implementeres i LabVIEW.

B’ Sub-space Model.vi Block Diagram []=1E3)
Fle Edt View Project Operate Tools MWindow Help @;
Q@ IEIEﬁ 13pt Application Fort__|~ | (8~ [~ [€5+][2] | Q m

~

stimation Graph] [Estimated State-space Model
(o] =]
e e R = et e SN -0l s -

Blumber of states]
jurber of states] stimated Transfer function]

[Cosee]

5150, Array 7]
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Appendiks A: Matriser

Transponert

Gitt en matrise A:

Den transponerte av A er gitt ved:

Merk!

Eksempel:

Den transponerte av A blir:

MathScript

ar=|

A1m

(AB)T = BTAT

0
-2

%,

4l

T

-3

|

]

0
1

-2
-3

A=[0 1; -2 -31;
Al

Dette gir fglgende svar:

ans =

[Slutt pa eksempel]
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29 Appendiks A: Matriser

Matrisemultiplikasjon

Gitt matrisene A € R™™ og B € R™*P, da far vi:
C = AB € R™P

hvor
n
Cik = Z ajiby
=1

Eksempel:

MathScript:

A=[0 1;-2 -31;

1 0;3 -2];

[
B=[
A*B

Dette gir:

ans =
3 -2

-11 6
[Slutt pa eksempel]

Merk!

Merk!
Fglgende gjelder:
AB # BA
A(BC) = (AB)C
(A+B)C = AC + BC
C(A+B)=CA+CB

(AB)T = BTAT
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Matriseaddisjon

Gitt matrisene A € R™™ og B € R™™, da far vi:

C=A+Be€ Rv™

Eksempel:

MathScript:

A=[0 1;-2 -31;
B=[1 0;3 -21];

A+B

Dette gir:

ans =
1 1
1 -5

[Slutt pa eksempel]

Determinant

Determinanten er bare definert for kvadratiske matriser. Determinanten til en kvadratisk matrise A
er definert ved den skalare "tallverdien”.

det(4) = |A|

2x2 Systemer
Slik finner vi determinanten for et 2x2 system:

[a11 a12]
a1 Qzz

|det(A) = Al = a1 " a3, —az1 - ayy

Eksempel:

-k

det(Ad) = |A|=3-1-5-(-2)=3+10=13

| MathScript kan vi gjgre fglgende:

A=[3 -2;5 1];
det (A)

Systemidentifikasjon
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Appendiks A: Matriser

rank (A)

Som gir fglgende svar:

ans = 13 (determinant)

ans 2 (rang)

[Slutt pa eksempel]

3x3 Systemer

Det blir litt mer komplisert for systemer med stgrre orden, men vi vil maks handregne pa 3x3

systemer. For st@rre systemer bruker vi et dataprogram til 3 beregne dette, f.eks MathScript.

Slik finner vi determinanten for et 3x3 system:

a1 Q12 Q13
A=1A21 Gz Q3
Q31 azz dszs
Vi utvikler determinanten langs en rekke eller en kolonne.
Her utvikler vi determinanten langs fgrste kolonne:
det(4) = a |a22 a23| —a |a12 a13| ta |a12 a13|
laz, ass 2llaz, ass 311az;  ap3

Vi ser at determinanten til et hgyere ordens system kan uttrykkes som en sum av lavere ordens

determinanter.

Eksempel:
-1 3 0
A=12 1 —5]
1 4 -2
det(A)=(—1)|i :g|—2|i _02|+1|i —05|
Dette gir:
|}} =2 (-20)=18
|i —02|=_6_0=_6
e
Som gir:
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det(A) = -18+12 - 15 = =21

| MathScript kan vi gjgre fglgende:

A=[-1 3 0; 21 -5; 1 4 -2];
det (A)
rank (A)

Som gir fglgende svar:

ans = -21 (determinant)

ans = 3 (rang)
[Slutt pa eksempel]
Merk!
det(AB) = det(A) det(B)

Merk!

det(AT) = det (4)

Invertering av matriser

Gitten 2x2 matrise:

aii a12]
a1 Qpz

BN
1

Den inverse av A er gitt ved:

-1 _ 1 [ Qz2 —‘112]
det (4)1—A21 411

Eksempel:

Gitt fglgende matrise:

Den inverse av A er gitt ved:

MathScript:

A=

[0 1; -2 -3]
inv (A)

A
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Matrise og vektor derivasjon

Her er noen derivasjonsregler ifm matriser og vektorer som blir brukt ifm utledningen av Minste
kvadraters metode.

d()—l
dxx -
d

T =2
dx(x x) x
d
—(Ax) = AT
dx( *)

d(TA)—A
dxx -

d
— (xTAx) = Ax + ATx
dx
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